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Abstract 
We discuss the Carlitz-Uchiyama bound for the duals of BCH codes. An improvement of this 
bound was expected by MacWilliams and Sloane in their book The Theory of Error-Correctiny 
Codes. We show that there exists a conjecturally infinite series of values such that for the 
designed istance of a BCH code belonging to that series this improvement is not true. On the 
contrary, we show that the Carlitz-Uchiyama bound is reached asymptotically. We deduce these 
results from corresponding results for exponential sums associated to monomials or to Dickson 
polynomials. We study also the extension of these results to the case of fields of characteristic 
different from 2. 
R~um~ 
On discute de la borne de Carlitz Uchiyama pour le dual d'un code BCH. MacWilliams et 
Sloane avaient sugg6r6 dans leur livre The Theory of Error-Correctin9 Codes une am61ioration 
de cette borne. On montre, pour la distance prescrite du code BCH appartenant fi une cer- 
taine s6rie, s6rie qui est conjecturalement i finie, que cette amelioration 'est pas verifi6e et 
qu'au contraire la borne de Carlitz-Uchiyama est asymptotiquement atteinte. On d6duit ces 
r6sultats de r6sultats correspondants pour les sommes exponentielles associ6es fi des mon6mes 
ou fi des polyn6mes de Dickson. On 6tudie aussi l'extension de ces r6sultats au cas des corps de 
caract6ristique sup~rieure /l 2. 
1. Introduction 
1.1. La borne de Carl itz-Uchiyama 
Soit Cm un code BCH binaire, de longueur 2 m - 1 = q -  1, de distance prescrite 
6 = 2t + 1. D'apr~s la borne de Car l i tz -Uchiyama [8, Ch. 9, Section 9, p. 280], le 
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poids w d'un mot de code non nul du dual de C,, est tel que 
]w - 2"-11 ~<(t - 1 )2 m/2, 
donc la distance minimale dm de Cm v6rifie 
d"  ~> 2 m- 1 _ (t - 1 )2 "/2. 
On montre par ailleurs que les mots de code c du dual du code Cm peuvent se 
representer par des polyn6mes f dans l'espace O:q[X] , de degr6 d = 6 - 2, et que le 
poids w du mot de code c est donn6 par 
Sin( f )  ----- ~( -  1 )Trf(x) = 2 m _ 2w, 
~-q 
off Tr est la trace de Uz2 ~ dans if2: 
m--I 
Tr(x) = ~x 2`. 
i=0 
Alors la borne de Carlitz-Uchiyama est 6quivalente fi l'in6galit6 de Weil (cf. [16]): 
Is,.(f)l ~<(d - 1)2 "/2, 
et on sait d'apr+s Lang et Weil (cf. [6]) que pour un f donn6 et m tendant vers l'infini 
cette in6galit6 est la meilleure possible, ce que l'on peut traduire asymptotiquement par 
[S"(f)[ 
lira sup 2m/2 - d - 1. 
" ---+ OO 
1.2. Le problbme 
La question se pose de savoir si cette 6galit6 est encore vraie si on se restreint au 
cas off l 'on suppose m impair, c'est h dire si l'on a 
[S"(f)[ 
limsup 2m/z - d -1 .  (1) 
" ---~ OO 
" impair 
1.3. Les motivations qui poussent ~ ktudier ce problkme 
1.3.1. Les petites distances 
Pourd~<5 on a 
IS"(f) l  1 
l imsup ~ - ~(d  - 1 ). 
m impair 
Ceci provient du fait que, pour 6 ~< 7 et m impair on v6rifie 
[w -- 2m- I  I ~<(t - 1)2 (m- 0/2. 
On peut le montrer par plongement dans un code de Reed et Muller (cf. [12]). 
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1.3.2. Un problOme de MacWil l iams et Sloane 
Dans [8, Research Problem (9.5)], MacWilliams et Sloane sugg6rent que ce r6sultat 
est encore valalable pour 6>~9 et pour m impair, c'est-h-dire qu'on a 
[w - 2m- l l~( t  - 1 )2 (m-t)/2, 
OH encore 
1 1 )2 m/2 .ISm(f )l <<, -~(d  - 
Ainsi MacWilliams et Sloane sugg6rent que la formule (1) est fausse pour m impair. 
1.3.3. Un rksultat de Bassalygo et al. 
D'autre part, Bassalygo et al. [1], ont montr6 que pour chaque r>~ 1 il existe un 
polyn6me f de degr6 au plus d = 2 r + 1 ~ coefficients dans F22r+, = ~:q, de trace non 
constante, tel que 
1 1 )2 (2r+ly'2 IS2r+l(.f)l >/ 2 2r = -~(d  - 
Stepanov [14] a exhib6 certains polyn6mes f qui v~rifient cette in6galit& 
On peut en d+duire que pour le mSme polyn6me f ,  on a 
[Sm(f)l 1 
lim sup ~ ~> ~(d  - 1), 
m impair 
ce qui est loin de l'6galit6 (1). 
1.3.4. Un rksultat de O. Moreno et CJ .  Moreno 
Enfin, O. Moreno et C.J. Moreno ont trouv6 des amSliorations de la borne de Carlitz- 
Uchiyama [9], d6pendantes de f .  Mais si on appelle b( f )  une de ces bornes et si d>~7, 
il existe un polyn6me f de degr6 d tel que 
b( f )  = (d - 1)2 m/2 + O(2 m/3) 
et donc asymptotiquement ces bornes ne donnent pas mieux que la borne de Carlitz- 
Uchiyama. 
1.4. Les valeurs de d v&ifiant l'bgalitk (1) 
Pour d = 7, j 'ai  dSmontr~ que, pour certains polyn6me f on a (cf. [10]) 
ISm(f)[ 
limm~<x~SUp 2m/2  - -  d - 1 = 6. 
m impair 
J'ai gSn~ralis8 ce rSsultat pour une certain nombre de valeurs de d: 
d=31 (cf. [111), 
208 
puis 
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d = 23,47, 71,79, 103,167, 191,199... (cf. [12]; voir aussi [9]). 
Dans ce travail-ci, je montre l'6galit6 (1) pour certaines autres valeurs de d (d = 
19, 59, 83, 131,139...) en utilisant les polyn6mes de Dickson (cf. Section 4). 
1.5. Cas de la caractkristique p > 2 
Le probl&me se pose 6galement pour le cas de caract6ristique p > 2. Soit p un 
nombre premier et soit fun  polyn6me de degr~ d premier ~ p fi coefficients dans le 
corps fini IFp,,,. Posons 
Sm(f)=~-2exp(2~iTr-p-f(x)).  
~: p., 
off Tr est la trace de IFp,,, sur IF/, : 
m--I 
Tr(x) = ~-~x p'. 
i -0  
D'apr6s l'in6galit6 de Weil on a 
]Sm(f)l <<,(d - l )p m/2. 
Alors on montre, grfice aux travaux de Bassalygo et al. [1], que, pour certains polyn6me 
fona  
I Sm( f ) I  d -  I ,  
l im ---* oo sup  pro~2 --  
m impair 
donc dans ce cas-ci l'6galit6 analogue ~ (1) est vraie (cf. Section 6). 
2. R~sultats 
Soit d un nombre premier. Supposons que ou bien 
(a) d est congru/l -1 (rood 8), 
(i) (b) 2 est d'ordre (d -  1)/2 (mod d), 
ou bien 
(a) d¢3 ,  
(b) d est congru h -1, 3, 19 (mod 28), 
(c) 2 est une racine primitive (rood d), 
(ii) 
ou bien 
(iii) d=31.  
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Pour un entier d impair, on d6finit le polyn6me de Dickson 9d(x) comme &ant la 
r6duction (mod 2) de 
(d -  1 )/2 
, ( , - , )x , - ,  
Z d - j  j 
j=0 
Th6or6me 1. Soit d un nombre premier vdrifiant l'une des 3 conditions ci-dessus. 
Posons 
Soit 
Cas (i) f (x )  = x u 
Cas (ii) f (x )  = gd(x) 
Cas (iii) f (x )  = X 31. 
Sm = E( - -  l )Tr f(x) 
oD la somme est sur le corps F2,,. Alors on a: 
ts"J 
limm~cxzsup 2--g77iz = d - 1. 
" impair 
D6monstration. Pour le cas (i) voir [12], pour le cas (iii) voir [11]. La d6monstration 
du cas (ii) se fera Section 4. [] 
Corol laire 1. Soit dun  hombre premier vkrifiant une des condition (i), (ii) ou (iii) 
ci-dessus. On consid&e la courbe projective sur ~:2 d'~quation 
y2 + y = f (x )  
oft f est comme dans l'bnonck du thOorOme. On note N" son nombre de points sur 
~:2 .... On a 
I U" -  2" -  1 [ 
lim sup = d - 1. 
mw~,z 2 m/2 
m impair  
D6monstration. En effet, on a 
N" - 2" - 1 =Sin. [] 
Corol laire 2. Soit d un hombre premier v&ifiant une des condition (i), (ii) ou (iii) 
ci-dessus. Soit C,, le code BCH binaire de longueur 2" - 1 et de distance prescrite 
3 = d + 2. II existe pour chaque m des mots c" dans le code C~ de poids w,, tels 
que 
Iw" - 2"-1[  d - 1 
lim sup 2m:2 2 
" 7+ oG 
m impai r  
210 F. Rodier/Discrete Mathematics 149 (1996) 205 221 
La d6monstration du Corollaire 2 se fera en Section 3. 
Voici une autre mani6re d'6noncer le Corollaire 2. 
Corollaire 3. Soit d et C,, comme dans le corollaire prOckdent et soit 3 = d + 2 = 
2t + 1 la distance prescrite du code Cm. Alors, pour tout ~ positif il existe une valeur 
de m impaire et un mot de code cm dans Cm ~ de poids Wm tels que 
IWm -- 2m- I  I > (1 -- ~)(t - 1)2 m/2. 
Par consbquent, l'in6galit6 esp6r6e par MacWilliams et Sioane est fausse pour une 
infinit6 de valeurs de m. 
On en tire une in6galit6 sur la distance minimale du code C~ donn6e par le corollaire 
suivant. 
Coroilaire 4. Soit d, Cmet  t comme dans le corollaire prkcOdent. Alors, pour tout 
positif il existe une valeur de m impaire telle que 
2 m-1 - (t - 1)2 "/2 <dm < 2 m- I  - (1 - I;)(t - 1)2 m/2. 
Donc pour ces valeurs de d et de m, d,, est approximativement 6gale 
2 m-1 --  (t -- 1)2 rn/2. 
3. Le dual d'un code BCH 
Soit ~-q[X]d l'espace des polyn6mes f E ~-e[x] tels que deg/~<d et ~q[X]ld le sous- 
espace de ceux tels que f (0 )  = 0. 
Lemme 1. Le dual de Cm est formk des mots 
cf  = (Tr f (a l  ), Tr f (a2 ) . . . . .  Tr f (aq_ j )) 
oft les ai sont les Ol~ments de ~:q et oft f est un ~l~ment de ~q[x]' a. 
D4moustration. Soit C le code donn6 par l'image de l'application 
C: ~q[X]ld ~ (~; )q - I  
d6finie par c( f )  = ( f (a l )  .... , f (aq - l ) ) .  Une base de ~:q[X]ra est donn6e par la famille 
des mon6mes x,x 2 .... x a. Le code dual C l a par cons6quent une matrice de contrble 
(6gale fi la matrice g6n6ratrice de C) donn6e par 
(a l . . .aq -1)  
H . . . . . . .  "a'" " 
a a ... aq_ 1 
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On a d'apr~s le th6or6me de Delsarte [8, Ch. 7, Th6or6me 11, p. 208] 
(Tr C) ± = (C±)IF~, 
et donc (Tr C) ± est le code BCH binaire de longueur 2" - 1 et de distance prescrite 
d + 2, car il a m6me matrice de contr61e (cf. [5, Exemple (6.2)] ou [8, Exemple 5, 
p. 345]). [] 
Soit fun  polyn6me dans ~q[X]' d. On appellera cf  le mot de code associ6 darts le 
dual de Cmet wf le poids du mot de code cf. Soit 
S"( f )  = ~( -1  )Tr f(x). 
8-q 
Lemme 2. Soit fun  polyn6me dans ~q[x]td . On a 
Sm( f )  = q - 2wf.  
D6monstration. D'apr~s la proposition pr6c6dente, on a 
Sm(f )=#{x [T r f (x ) - -0}-#{x lTr f (x ) - -  1} 
= (q - w f )  - W.f 
=q -- 2Wf. [] 
D6monstration du coroilaire 2. I1 suffit de prendre pour cm le mot dans le code C~ 
associ6 au polyn6me f (x )  et d'appliquer le lemme 1. [] 
4. Polyn6mes de Dickson 
Th6or/~me 2. Soit dun  nombre premier. Supposons que 
(a) d # 3, 
(A) (b) d est congru fi -1,3,19 (rood 28), 
(c) 2 est une racine primitive (modd). 
Posons f (x )  = ga(x), et soit 
S m -~- ~~( -1)  Trf(x) 
oft la somme est sur le corps F2m. 
Alors on a: 
ISml lim sup ~ --- d - 1. 
m---~ oo  
m impair  
Avant de faire la d6monstration du th6or6me, d6montrons un certain nombre de 
lemmes. Soit g = (d -  1)/2. 
Lemme 3. Si m n'est pas divisible par g, alors Sm = O. 
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D6monstration. En effet d'apr4s le Corollaire 7.17 de [7] Sm= 0 s id  et 2 2m - -  1 sont 
premiers entre eux, c'est ~ dire s id  ne divise pas 2 2m - -  1. Or on a, si mt est le reste 
de la division de m par g: 
22m ~ 22m' (modd) 
par le petit th6or6me de Fermat et 
22m' ~ 1 (modd) 
si m t ~ 0 par hypothhse. [] 
Lemme 4. La somme Sg m est Ogale a 
-2g(¥/2)gmRe ~o m, 
oft co est un nombre complexe de module 1 qui est racine de 
s. 
X2+~X+ 1 =0.  
D6monstration. C'est la m~me que dans le cas d'un polyn6me f = x a v6rifiant les 
conditions (i) de la Section 2 (cf. [12, Lemme 2]). Rappelons-la pour la commodit6 
du lecteur. 
D'apr6s [15] (voir aussi [7, p. 220; 13]) on sait qu'il existe des nombres complexes 
ni pour l~<i~<d- 1 tels que 
-Sm:  S 7Fm" 
l <~i<~d-1 
De plus ils sont conjugu6s 2 ~ 2 et de valeur absolue 6gale fi v~. 
Les rti sont les racines d'un polyn6me unitaire A(X)  fi coefficients entiers de degr6 
d - l .  Ona  
A(X)= ~ aiX i. 
O<~i<<.d-I 
Les nombres Sm sont tous nuls d'apr6s le Lemme 3, sauf peut-~tre si 9 divise m. Donc 
d'apr+s les relations de Newton [2, Ch. IV, Section 6, n ° 4, Lemme 4, p. 65], les 
coefficients ai sont tous nuls, sauf peut-6tre ao, aa-l eta  o. On a 
30 
I-I so a0 z ~i = 29, a 9 = - - ,  ad - I  = 1. 
i=l 9 
Par cons6quent, le polyn6me d s'6crit 
S~ o 29. A(X)  = X 29 -}- - -X ,  @. 
Y 
Ses racines sont nl exp(2njxFzT/9) et gj exp(2rOv/-sq-/g ) pour I <~J<~9. 
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" Alors ~b et q5 sont racines de 1'6quation Posons  q5 = n I . 
s. x X 2 + + 2" = 0. 
g 
Soit ~o = qS,/l~/~ I = qS/(,v/2) ". Alors ~ est racine de 
S. x X2+ +1=0.  
g - 2./2 
D'autre part, on a 
--S.m= ~ ~.m 
l<~i<~d--I 
c'est-/i-dire, puisque q5 = n~'[ 
__S.m = ~((~m _[_-~m) = g( ~)gm(o)  m -}-~m) = 2g(,~)gmRe ,ore. 
ce qui termine la dOmonstration du lemme. [] 
Soit K I 'appl ication de 0-~2, dans lui-mSme donnOe par 
X~--~X+X - I .  
Lemme 5. On a K(x) = K(y)  si et seulement s ix  = v ou si x = v -I. 
D~monst ra t ion .  C'est  clair. [ ]  
L'appl icat ion K induit une relation d'equivalence sur IF~,, et le Lemme 5 implique 
que chaque classe d'6quivalence a exactement 2 616ments (~ savoir x et x - I ) ,  sauf la 
classe de 1 qui est un singleton. 
Le groupe mult ipl icati f  F~2, de IF2~,, est cyclique d'ordre 22" - 1. I1 contient doric un 
sous-groupe G d'ordre 2" + I. Comme 2" - 1 et 2" + 1 sont premiers entre eux, on a 
IF2, NG={I  }. 
On salt que 2 ~j est congru fi : i : l (modd) .  D'apr~s I 'hypoth~se (A)  (c) le nombre d ne 
divise aucun des nombres 2' - 1 pour 1 <~ i < d - 1, donc d divise en fait 2 a + 1. 
Par cons6quent le groupe G contient un sous-groupe H d'ordre d et on va s' interesser 
aux classes laterales xH dans G . Soit G # l 'ensemble des 616merits de G distincts de 
1"616ment neutre et H # l 'ensemble des ~16ments de H distincts de l'616ment neutre. 
Lemme 6. On a la partition de F2~." 
IF2,, = K(F~,) U K(H")  U U K(xH). 
vEX 
pour une certaine partie X de G/H. 
D6monstrat ion.  Montrons d 'abord que l 'on a une partition de F2~ en K(H:~) et K(G ~). 
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L'application K envoie G #dans IF2,. En effet ies 61bments de G o sont solutions de 
l'6quation x 2"+1 = 1. Par cons6quent ils v6rifient 
K(x) = x + x -I = x + x 2" 
et ce dernier 616ment est dans F2~. De plus IF~, et G # sont disjoints et stables par 
x ~--~x -1, donc d'apr6s le Lemme 5 K(IF~) et K(G #) sont disjoints. Enfin il y a 2 g- l  
616ments dans K(~:~,) et autant dans K(G#), par cons6quent leur r6union est 6gale 
/L ~:2~. 
Montrons maintenant que l'on a une partition de K(G #) 
K(G#) = K(H#) u (xUxK(XH) • 
En effet on a 
et il suffit de voir que 
K(xg)  A K(yH) = t~ ou K(xH) = K(yH). 
En effet si K(xH)ClK(yH) ¢ ~, on a, d'apr~s le Lemme 5, xh E yH (donc xH = yH) 
ou bien (xh) -I E yH et dans ce cas (xh') -1 E yH pour tout h' C H donc K(xH) = 
K(yH). [] 
Lemme 7. On a 
ga o K(x) = K(xa). 
D~monstration. On a (cf. [7, p. 356]) 
Nous appelerons Ko la somme de Kloostermann 
Ko ~-- E ( - -  1 )Yr(x+x-'). [] 
Lemme 8. Le nombre S o est congru gt ½(K o + d) (modd) .  
D~monstration. On a 
sg = ~2( -  1 )~r s{x) 
off la somme est sur IF2,. On va utiliser la d6composition de ~2~ donn6e par le lemme 6 
pour calculer cette somme. 
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D'apr6s le lemme 7, ga envoie K(~, )  dans lui-mOme. Comme c'est une permutation 
de 9-2,, (cf. [7, ThOorOme 7.16, p. 356]) c'est aussi une permutation de K(F~,,) et on a 
donc 
E (--l)Trf(x) = E (-- |)Trx" 
D'autre part, comme on a ]a d~composition K(D:~,)= {0} L.J K(~2~ -D:2) on a 
E (-- l )Trx 
K(r~, )
=l  -~ Z (_])Trx 
K(D-2, -~:2 )
1 ( l )Tr(x+x-, 
D-2. -- ~:2 
d'o~ finalement 
Z (_|)Trx i K =5(g+l). 
K(F~,, )
Si x n'est pas darts H, le Lemme 5 montre que l'application 
K :xH --~ K(xH) 
est une bijection. En effet si xh est dans xH, 
(xh) -1 = h- ix  -1 ~ xH 
(sinon x -I E xH, donc x --2 c H, donc x E H). Le Lemme 7 montre alors que, si 
x~H,  
Z (--1)TrY(Y)= Z (-|)Tr(ya+y-'')" 
y E K(xH) y~xH 
Comme les 616ments h de H v6rifient h d = 1 on a 
E( - - | )  Tr(ya+y-') = Z( - - l )T r (x"+x-d)=d( ( - -1 )Tr (xd+x ")) -0  (mod d). 
yCxH yExH 
Enfin si h appartient fi H ~, h et h-1 ont la m~me image par K donc 
Z (_l)TrfLv) = 21 E (-1 )Tr(hd+h-a) = 21 Z(_ I )T r0  _ d-2 1, 
)'EK(H ~ ) hcH" H" 
car il y a d -  1 616ments dans H ~. 
216 
Finalement on a 
1 K Sg--=~( 9+1)+ 
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d-  1 z Ks +d(mod d), 
2 2 
donc le Lemme 8 est d6montr6. [] 
R6sumons dans la proposition suivante les propri6t6s des sommes exponentielles S" 
associ6es aux polyn6rnes de Dickson. 
Proposition. Soit dun  nombre premier tel que 2 soit une racine primitive (mod d) 
et soit 
Sm= ~ (-- 1)Trf(x) 
xEF2~ 
off le polyn6me f (x )  est le polyn6me de Dickson gd(x). Soit g = (d - 1)/2. Alors 
on a 
S" = 0 sauf si g divise m; 
S0,., = -2g(v~)gmRe ~om', 
Sg - ~(mod d), 
off ~o est un nombre complexe de module I qui est racine de 
Sg X X 2 ~- g" 2g/2 + 1 = 0 
et K u est la somme de Kloostermann 
Ks = 1 
Notons K s l'image de K s dans ~za:. 
Lemme 9. On a 
off les ~i sont des klbments de g:a2 qui ne sont pas dans U:a. Ils v~rifient 
"~1 "~ ~2 = --1 et oh co2 = 2. 
D~monstration. On a, d'aprSs [7, Yh6orbme 5.43], 
Kg = Z( -  1 ) Tr(x+x-I) = -cog - ¢D2 0, 
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Off Wl et w2 sont deux entiers alg6briques conjugu6s et de valeur absolue 6gale h x/2. 
En faisant le calcul pour g = 1, on obtient wl + (o2 = --1 et WlW2 = 2, donc 
(D i  - -  
2 
Comme on a, d'apr6s la loi de r6ciprocit6 quadratique 
puisque d = 3, 5 ou 6 (rood 7) (d'aprbs l'hypoth6se (A) (b) du Th6or6me 2), l'image 
de -7  n'est pas un carr6 dans DZd. 
Soit (5 ~ l'anneau des entiers de Qx/ -~.  L'id6al d(f est donc premier dans (5' et le 
quotient (5/d(5 est isomorphe it 0id  2 . Soit 
6-* ~d: 
cet homomorphisme. Notons wi les images des wi dans [Fa2. Elles ne sont pas dans ~d 
et on a 
ce qui d6montre le Lemme 9. [] 
Lemme 10. Le nombre w n'est pas une racine de l 'unit£ 
D6monstration. Comme pour le Lemme 4 de [12] il suffit de voir que l'on ne peut 
avoir ni S o = 0 ni Sg = +(d - 1)x/20 -1 . 
Supposons que l'on air S s = 0. On a alors d'aprbs le Lemme 8 
K s +d _ 0 (modd) .  
2 
Ce qui donne, en multipliant par 2, Ky = 0 (mod d), c'est fi dire K s = 0 clans Iza. 
Alors on a ~ + ~g = 0 et ~---~g = 2 ° ,donc les ~ sont racines de i'6quation 
X 2 + 2 s -- 0. 
Or on a 2 .q = - l (mod d). Par cons6quent les ~ sont racines de l'6quation 
X2-1  =0,  
donc on a 
~[  = 4-1. 
Donc ~i E IFa car ~a contient outes les racines gidmes de l'unit6 et de son oppos6e. C'est 
impossible car ~i £ [Fa, d'apr6s ce qu'on a vu. Par cons6quent on a K 0 ~ 0 (modd) ,  
donc S s # 0. 
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Supposons maintenant que 
& = +(a  - l )v~`0- , ,  
c'est fi dire 
4S 2 = (d - 1)22 `°+1. (2) 
Le membre de droite donne 
(d -  1)22 `0+1 -2  `0+1 (rood d). 
Le membre de gauche donne d'apr6s le Lemme 8 
4S 2 - (Ko+d)  2_=K 2 (modd).  
Donc l'6galit6 (2) implique 
K~ = 2 `0+1. (3) 
Mais on a, d'apr6s le Lemme 9 
--2 2 --2`0 --29 2~.~22 --2`0 --2`0 2`0+1 K` 0 = (~ +~g) =~01 +0,2 + =0,1 +o,2 + 
Donc l'6galit6 (3) devient 
--20 --2`0 
~O 1' +O02 =0.  
Mais la norme de ~i est ~gale 
~f+l  = ~i~f  = C01(-O2 ~--- 2. 
D'ofi ~o+2 = 2, c'est-fi-dire ~]`0 = 2~7 2. On a par consequent 
2 (~-2 + ~22) = 0, 
soit, en multipliant par --2--2 eot~o  et en divisant par 2: 
~ + ~,~ = 0. 
Mais le Lemme 9 implique ~1 + ~2 = --1 et o~1oo2 = 2, d'of l  
N~ + ~ = -3.  
On obtient donc une contradiction, sauf si d = 3, cas qui est ~limin~ d'apr~s 
l'hypoth~se (A) (a). 
Donc on n'a pas 
s`0 = +(a  - 1 )v@ -1, 
et donc finalement (o n'est pas une racine de l'unit& [] 
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Lemme 11. On a 
Iaml l imsup~ =d-  1. 
rtl~ O~ 
m impair 
D~monstration. C'est la m6me que dans le cas d'un polyn6me f = x a v6rifiant les 
conditions (i) de la Section 2 (cf.[12, Lemme 5]). Rappelons-la bri~vement. 
D'apr~s les Lemmes 1 et 2, il suffit de voir que 
l im sup  IRe o)m[ = | .  
m7~c~ m impair 
Comme co n'est pas racine de l'unit6, alors, d'apr6s un th6or6me de Kronecker (cf. 
[3, Th6or6me 439, p. 376]), les ~o", pour m entier positif, sont partout denses sur le 
cercle T des nombres complexes de valeur absolue 6gale /t 1. On montre qu'il en va 
de m6me des co m pour m entier impair et positif (cf. loc. cit.). [] 
5. Discussion sur la condition (A) 
La condition (A) est r6alis6 pour les nombres 
d= 19,59,83,131,139... 
La conjecture d'Artin sur les nombres premiers d tels qu'un nombre a soit une racine 
primitive (rood d) (cf. [4]) nous am6ne /l faire une conjecture analogue. 
Conjecture. I1 existe une infinit6 de nombres premiers d tels que 
(a) d ¢ 3, 
(b) d soit congru/l -1,3,  19 (rood 28), 
(c) 2 soit une racine primitive (mod d). 
De plus ces nombres ont une densit6 positive 6gale g 
1 ( ,) 
1"-[ 1 =0,0934. . .  
p premier P(P - -~ 
6. Cas de la caract~ristique diff~rente de 2 
Th~or~me 3. Soit p > 2. Alors pour tout r il existe un polyn6me f de deyrk kgal 
h d = pr + 1 3 coefficients dans ~:p.,,.,, de trace non constante, tel que 
ISzr+l(f)l p2r+l/2 (d  1 )p(2~+1)/2 
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D6monstration. Cf. [1]. [] 
Remarque 1. Cela veut dire que les expressions ]S2r+J(f)] atteignent leur borne de 
Weil, pour au moins un f de degr6 au plus pr + 1 dans 0:p2,+, Ix]. 
Remarque 2. Cf. Stepanov [14] qui donne des exemples de tels f .  
Corollaire. On a 
ISm(f)t = (d - 1)p m/2, 
pour m multiple de 2r + 1. 
D6monstration. D'apr6s [15] (voir aussi [7, p. 220] et [13]) on sait qu'il existe des 
nombres complexes ni pour 1 ~< i ~< d - 1 tels que, pour tout m 
Z m - -am ~ 7r i • 
l~i<<.d-I 
De plus ils sont de valeur absolue 6gale /t v/-~. Comme 
iS2,+l(f)[  = p2r+I /2 = (d - l )p (2r+l ) /2 ,  
les ~r~ r+l sont tous 6gaux entre eux. Par cons6quent les rc~ sont 6gaux entre eux si m 
est un multiple de 2r + 1, ce qui d6montre le corollaire. 
En particulier, on a 
[Sm(f)[ 
limm__.o~sup pro~2 = d - 1, 
m impair 
donc l'6galit6 (1) est vraie, en caract6ristique plus grande que 2. [] 
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